Esercizio. Si consideri un punto materiale di massa M vincolato a muoversi sulla superficie
di una sfera di raggio R centrata nell’origine di un sistema di assi cartesiani. Il punto e
soggetto alla gravita ed e attratto dall’asse z da una forza elastica di costante k.

1. Si scrivano la Lagrangiana del sistema e le equazioni di Eulero-Lagrange.

2. Si determinino le costanti del moto e si riduca il problema ad un grado di liberta.

3. St determini per quali dati iniziali il punto si muove sul parallelo di colatitudine 6 = %”

4. Si calcoli la reazione del vincolo in questi moti.

1,2. In coordinate sferiche I’energia cinetica del punto e:
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T:§(x +y° + 29) :§M(R 6° + R sin” 0 ¢°)
e 'energia potenziale ¢
L9, o Lo . o
U= §k(x +y°)+ Mgz = §kR sin“f + MgR cos@.
Le equazioni di Eulero Lagrange associate alla Lagrangiana L = T'— U sono
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E(MR? sin? 0¢) = 0
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E(MRZH) = MR*sinf cosf ¢* — kR?sinf cos§ + MgRsin 0
La prima ci dice che la quantita .

MR?sin®0¢ =1

e costante sulle soluzioni. Tenuto conto di questo fatto possiamo scrivere la seconda nella
forma
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Si osservi che oltre alla costante del moto [ vi ¢ una seconda costante del moto (I'integrale
primo di Jacobi):

1 . . 1
T+U= §M(R262 + R*sin? 0 ¢*) + §kR2 sin? @ + MgR cos 6.
legata al fatto che la Lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo.
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3. Cerchiamo adesso soluzioni delle equazioni di Lagrange della forma
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Queste soluzioni (se esistono) sono tali che
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Sostituendo nella seconda equazione di Lagrange otteniamo la condizione
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Le condizioni iniziali dovranno dunque avere la forma
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dove [ soddisfa la condizione (1).

4. Per quanto riguarda la reazione vincolare R = (R,, R, R.) essa si ottiene dalle equazioni

di Newton

mi = —a—U+Rx:—kx+Rx
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my = —a—y—i—Ry:—ky—i—Ry
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mi = —+ R, =—Mg+ R,
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Tenuto conto che per i moti che ci interessano 0=06= ¢ = 0 abbiamo
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z = 0,

la reazione vincolare e
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Usando l'identita (1) otteniamo

M
R = —?g(\/gcos b, V3 sin b, —1).
Com’era lecito aspettarsi essa e ortogonale alla superficie della sfera. Infatti essa e propor-
zionale al gradiente della funzione F'(z,y,z) = x? + y? + 2% valutato sui punti del parallelo
§ = 27
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VF = (22,2y,22) = (V3cos ¢, V3sin g, —1).



